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CONCURRENT PROCESS UP TO HOMOTOPY (II)
PHILIPPE GAUCHER
Abstract. On de´montre que la cate´gorie des CW-complexes globulaires a`
dihomotopie pre`s est e´quivalente a` la cate´gorie des flots a` dihomotopie faible
pre`s. Ce the´ore`me est une ge´ne´ralisation du the´ore`me classique disant que la
cate´gorie des CW-complexes modulo homotopie est e´quivalente a` la cate´gorie
des espaces topologiques modulo homotopie faible.
One proves that the category of globular CW-complexes up to dihomo-
topy is equivalent to the category of flows up to weak dihomotopy. This
theorem generalizes the classical theorem which states that the category of
CW-complexes up to homotopy is equivalent to the category of topological
spaces up to weak homotopy.
1. Rappels sur les flots
Cette note est la deuxie`me de deux notes pre´sentant quelques re´sultats de [1].
Tous les espaces topologiques sont suppose´s faiblement se´pare´s et compactement
engendre´s, c’est-a`-dire dans ce cas home´omorphes a` la limite inductive de leurs
sous-espaces compacts (cf. l’appendice de [5] pour un survol des proprie´te´s de ces
espaces). La cate´gorie correspondante est note´e Top. On travaille ainsi dans une
cate´gorie d’espaces topologiques qui est non seulement comple`te et cocomple`te mais
en plus carte´siennement ferme´e [6]. En d’autres termes, le foncteur −×X : Top→
Top a un adjoint a` droite TOP(X,−). Dans la suite, Dn est le disque ferme´ de
dimension n et Sn−1 est le bord de Dn, a` savoir la sphe`re de dimension n− 1. En
particulier la sphe`re de dimension 0 est la paire {−1,+1}.
De´finition 1.1. [1] Un flot X consiste en la donne´e d’un ensemble X0 appele´
0-squelette, d’un espace topologique PX appele´ espace des chemins, de deux appli-
cations continues s : PX → X0 et t : PX → X0 (X0 e´tant muni de la topologie
discre`te) et d’une application continue ∗ : {(x, y) ∈ PX × PX, t(x) = s(y)} → PX
satisfaisant les axiomes s(x∗y) = s(x), t(x∗y) = t(y) et enfin x∗(y∗z) = (x∗y)∗z
pour tout x, y, z ∈ PX. Un morphisme de flots f de X vers Y est une applica-
tion continue de X0 ⊔ PX vers Y 0 ⊔ PY telle que f(X0) ⊂ Y 0, f(PX) ⊂ PY ,
s(f(x)) = f(s(x)), t(f(x)) = f(t(x)), f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y). La cate´gorie corre-
spondante est note´e Flow.
Les e´le´ments de PX sont appele´s les chemins d’exe´cution (non-constants) et ceux
de X0 les e´tats de X (ou encore les chemins d’exe´cution constants).
Si Z est un espace topologique, le flotGlob(Z) est de´fini comme suit : PGlob(Z) =
Z, Glob(Z)0 = {0, 1}, et enfin s = 0 et t = 1 (il n’y a pas de chemins d’exe´cution
composables). Si Z est un singleton, on obtient le flot
−→
I correspondant au segment
dirige´.
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De´finition 1.2. [1] Deux morphismes de flots f et g de X dans Y sont S-homotopes
s’il existe une application continue H : X × [0, 1]→ Y telle que
(1) H(−, u) est un morphisme de flots de X dans Y
(2) H(−, 0) = f et H(−, 1) = g
On e´crit f ∼S g.
De la` on de´finit la notion de flots S-homotopes :
De´finition 1.3. [1] Deux flots X et Y sont S-homotopes s’il existe un morphisme
de flots f : X → Y et un morphisme de flots g : Y → X tels que f ◦ g ∼S IdY
et g ◦ f ∼S IdX . On dit alors que f et g sont deux e´quivalences de S-homotopie
re´ciproques.
Il existe une deuxie`me classe de morphismes de flots appele´s T-homotopie qui
permet d’identifier des flots ayant les meˆmes proprie´te´s informatiques sous-jacentes
[2, 1]. Nous n’en dirons rien de nouveau ici par rapport a` la pre´ce´dente note. Il est
donc inutile de rappeler la de´finition pre´cise de cette classe de morphismes.
2. Flot S-cofibrant
Un flot S-cofibrant est obtenu par de´finition comme suit. On part d’un espace
discret X0 et on conside`re le flot correspondant ayant X0 comme 0-squelette et
l’ensemble vide ∅ comme espace de chemins. On lui attache ensuite des
−→
I pour
obtenir un premier flotX10 . On passe ensuite deX
1
n a`X
1
n+1 pour n > 0 en attachant
des Glob(Dn+1) le long de morphismes d’attachement Glob(Sn)→ X1n. En d’autres
termes, on choisit une famille de morphismes de flots fi : Glob(S
n)→ X1n pour i ∈ I
et X1n+1 est alors obtenu par le diagramme cocarte´sien dans la cate´gorie des flots
(qui se trouve eˆtre cocomple`te)
⊔
i∈I Glob(S
n)
⊔
i∈I
fi
//

X1n
⊔
i∈I Glob(D
n+1) // X1n+1
Si Z est un CW-complexe, alors Glob(Z) est un exemple de flot S-cofibrant. Vu
la similitude entre la construction des CW-complexes globulaires introduits dans
[3, 2] et celle des flots S-cofibrants, on n’aura pas de mal a` se convaincre du :
The´ore`me 2.1. [1] Le plongement des CW-complexes globulaires dans les flots in-
duit une e´quivalence de cate´gories entre les CW-complexes globulaires a` S-homotopie
et T-homotopie pre`s et les flots S-cofibrants a` S-homotopie et T-homotopie pre`s.
La preuve de ce the´ore`me repose essentiellement sur le fait que deux CW-
complexes globulaires sont S-homotopes (resp. T-homotopes) si et seulement si
les flots correspondants sont S-homotopes (resp. T-homotopes) (cf. [2]).
3. Dihomotopie faible
De´finition 3.1. [1] Un morphisme de flots f : X → Y est une S-homotopie faible
si f induit une bijection entre X0 et Y 0 et une e´quivalence d’homotopie faible de
PX vers PY . On dit alors que X et Y sont faiblement S-homotopes.
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The´ore`me 3.2. [1] Un morphisme de flots f : X → Y entre deux flots S-cofibrants
X et Y est une e´quivalence de S-homotopie faible si et seulement si c’est une
e´quivalence de S-homotopie.
Si les deux flots S-cofibrants sont de la forme Glob(Z) et Glob(T ) ou` Z et T sont
deux CW-complexes, cet e´nonce´ correspond au the´ore`me classique de Whitehead.
Pour le de´montrer, on commence par introduire pour tout espace topologique
U et tout flot X un flot U ⊠ X de telle fac¸on que l’on ait la bijection naturelle
Flow([0, 1]⊠X,Y ) ∼= Top([0, 1],FLOW(X,Y )) ou` FLOW(X,Y ) est l’ensemble
des morphismes de flots de X a` Y muni de la Kelleyfication de la topologie in-
duite par celle de TOP(X,Y ). Mais le foncteur FLOW(X,−) : Flow → Top
ne commute pas avec les limites projectives. En effet, si X est un singleton,
alors FLOW(X,Y ) = Y 0 est toujours discret mais la limite projective d’espaces
topologiques discrets peut eˆtre totalement discontinue sans eˆtre discre`te. On doit
donc proce´der autrement pour de´finir correctement U ⊠ X . Mais de`s que U est
connexe, la bijection naturelle ci-dessus est vraie et U ⊠ X est alors le flot libre
engendre´ par X0⊔ (U ×X) quotiente´ par les relations s(u, x) = s(x), t(u, x) = t(x)
et (u, x) ∗ (u, y) = (u, x ∗ y) de`s que t(x) = s(y) pour tout u ∈ U et tout x, y ∈ PX .
Puis on adapte a` la cate´gorie des flots la the´orie des paires NDR et DR d’espaces
topologiques [6] de la fac¸on suivante. La notion de paire NDR d’espaces topologiques
devient la notion de S-cofibration de´finie comme suit :
De´finition 3.3. [1] Un morphisme de flots i : X → Y est une S-cofibration si
i ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement des S-homotopies, i.e. pour tous morphismes
de flots g : Y → Z et H : [0, 1] ⊠ X → Z tels que H(0 ⊠ x) = g(i(x)), il existe
un morphisme de flots H : [0, 1] ⊠ Y → Z tel que H(u ⊠ i(x)) = H(u ⊠ x) et
H(0 ⊠ y) = g(y) pour tout u ∈ [0, 1], x ∈ X et y ∈ Y .
La notion de paire DR d’espaces topologiques devient la notion de S-cofibration
acyclique de´finie comme suit :
De´finition 3.4. [1] Une S-cofibration i : X → Y est acyclique si elle est une
e´quivalence de S-homotopie.
Avec ces objets, on de´montre alors (entre autre) le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.5. [1] Soit (Y,B) une paire NDR d’espaces topologiques et soit i :
A → X une S-cofibration. Alors le morphisme de flots canonique (Y,B) ⊠ i :
Y ⊠ A ⊔B⊠A B ⊠ X → Y ⊠ X est une S-cofibration. Si de plus (Y,B) est une
paire DR ou si i est une S-cofibration acyclique, alors la S-cofibration (Y,B)⊠ i est
acyclique.
On a enfin besoin, comme dans le cas classique, de prouver que tout morphisme
de flots est S-homotope a` une inclusion de flots. Cela se fait en introduisant le
”mapping cylindre” d’un morphisme de flots comme suit :
De´finition 3.6. [1] Soit f : X → Y un morphisme de flots. Le mapping cylindre
de f est le flot If obtenu par le diagramme cocarte´sien de Flow suivant :
{1}⊠X //
1⊠x 7→f(x)

[0, 1]⊠X

Y // If
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Muni de ces outils, on suit alors pas-a`-pas la de´monstration du the´ore`me de
Whitehead telle que expose´e dans le livre [7] en adaptant aux flots les the´ore`mes
de compression ainsi que les diffe´rents the´ore`mes d’extension de morphismes ou
d’homotopies. On obtient meˆme gratuitement le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.7. [1] Soit f : X → Y un morphisme de flots ou` X et Y sont deux
flots S-cofibrants. Alors f est S-homotope a` un morphisme de flots g : X → Y tel
que pour tout n > 0, g(X1n) ⊂ Y
1
n .
Enfin on a :
The´ore`me 3.8. [1] Tout flot est faiblement S-homotope a` un flot S-cofibrant. Ce
CW-complexe globulaire est ne´cessairement unique a` S-homotopie pre`s d’apre`s le
the´ore`me pre´ce´dent.
Si X est un espace topologique, on sait qu’il existe une proce´dure pour construire
une famille de CW-complexes (Yn)n>0 ou` pour tout i > 0 et tout point base,
l’application canonique pii(Yn) → pii(X) est surjective et pour tout 0 6 i 6 n et
tout point base, l’application canonique pii(Yn) → pii(X) est injective. Dans cette
proce´dure, on passe de Yn a` Yn+1 en attachant des disques D
n+1 a` Yn. La notation
pii de´signe e´videmment le i-ie`me groupe d’homotopie.
Une proce´dure exactement similaire fonctionne pour les flots. On part d’un flot
X et on commence par associer a` PX un espace Y0 et une application continue
Y0 → PX ve´rifiant les meˆmes conditions que ci-dessus. On prend alors le flot
libre T0 engendre´ par X
0 et Y0, ce qui ne change e´videmment rien a` la situation
pour les groupes d’homotopie. Puis on attache a` T0 des cellules Glob(D
1) le long
de morphismes d’attachement Glob(S0) → T0 de fac¸on a` obtenir un morphisme
de flots T1 → X induisant des bijections pour pi0 et pi1. L’unique diffe´rence avec
ce qui se passe pour les espaces topologiques est qu’attacher une cellule a` un flot
peut engendrer, du fait de la composition des chemins, un attachement de plusieurs
cellules a` l’espace des chemins sous-jacents. Cela ne change rien pour les groupes
d’homotopie. D’ou` le re´sultat en ite´rant le proce´de´. Et comme corollaire, on obtient
le
The´ore`me 3.9. [1] Le foncteur re´alisation cate´gorique induit une e´quivalence de
cate´gories entre la cate´gorie des CW-complexes globulaires a` S-homotopie et a` T-
homotopie pre`s et la cate´gorie des flots a` S-homotopie faible et a` T-homotopie pre`s.
Nous avons donc obtenu apre`s [3] une deuxie`me fac¸on de de´crire les automates
paralle`les a` dihomotopie pre`s. L’immense avantage de cette seconde fac¸on est que
la cate´gorie des flots est comple`te et cocomple`te, contrairement a` la cate´gorie des
CW-complexes globulaires. De plus on a le
The´ore`me 3.10. [1] Il existe une structure mode`le sur la cate´gorie des flots dont
les e´quivalences faibles sont exactement les S-homotopies faibles.
Il existe une deuxie`me classe de morphismes de flots appele´s T-homotopie qu’on
aimerait voir transformer en e´quivalence faible. D’ou` la
Question 3.11. Existe-t-il une structure mode`le sur la cate´gorie des flots dont les
e´quivalences faibles contiendraient aussi les T-homotopies ? Cette structure mode`le
pourrait eˆtre obtenue e´ventuellement par localisation a` gauche ou a` droite au sens
de [4] de la structure mode`le du the´ore`me 3.10.
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Il y a deux obstacles a` surmonter pour re´pondre a` cette question : 1) prou-
ver l’existence d’une ou des deux localisations , 2) ve´rifier que la ou les nouvelles
structures mode`le n’identifient pas des automates paralle`les ayant des proprie´te´s
diffe´rentes.
Pour terminer, la cate´gorie des flots n’est pas carte´siennement ferme´e mais elle
posse`de quand meˆme une structure mono¨ıdale ferme´e qui a une signification infor-
matique inte´ressante [1].
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